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To prìblhma thc mègisthc ro c

I DÐnetai gr�foc (N ,A) me ìria ro c xij ∈ [bij , cij ] gia k�je
akm  (i , j) kai dÔo epilegmènouc kìmbouc s kai t.

I Jèloume na upologÐsoume th ro  sto gr�fo, ¸ste na
megistopoieÐtai h apìklish tou kìmbou s (exerqìmenh ro ),
me thn upìjesh ìti oi apoklÐseic ìlwn twn kìmbwn, ektìc
twn s kai t, eÐnai mhdenikèc.
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Parathr seic

I To prìblhma mègisthc ro c mporeÐ na jewrhjeÐ prìblhma
ro c el�qistou kìstouc qwrÐc kìsth akm¸n.

I Sqetikì me to prìblhma thc el�qisthc ro c eÐnai to
je¸rhma mègisthc ro c - el�qisthc tom c.

BibliografÐa: D. Bertsekas, “Network Optimization”, Athena
Scientific, Boston, 1998.
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H basik  idèa ston algìrijmo mègisthc ro c

I Mia dunat  ro  x mporeÐ na beltiwjeÐ efìson entopisjeÐ
diadrom  metaxÔ s kai t tètoia ¸ste na mhn eÐnai
apofragmènh (blocked) apì th ro  x .

I AntÐstrofa, an den up�rqei tètoia diadrom , h ro  eÐnai
mègisth.

I Tìso to je¸rhma mègisthc ro c - el�qisthc tom c, ìso kai
o algìrijmoc Ford-Fulkerson, sthrÐzontai stic idèec autèc.
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Tom  gr�fou

I Tom  Q se gr�fo (N ,A) eÐnai ènac diamerismìc tou
sunìlou twn kìmbwn N se duo mh ken� sÔnola S kai
N − S.

I Gia thn par�stash miac tom c ja qrhsimopoioÔme to
sumbolismì

Q = [S,N − S]

S
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I To sÔnolo Q+ twn emprìsjiwn   orj¸n (forward) akm¸n
orÐzetai wc

Q+ = {(i , j) ∈ A|i ∈ S, j /∈ S}

kai to sÔnolo Q− twn an�strofwn (backward) akm¸n
orÐzetai wc

Q− = {(i , j) ∈ A|i /∈ S, j ∈ S}

Q+ Q- Q-Q+U
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Par�deigma: 'Estw S = {1, 2, 7}. 'Ara

N − S = {3, 4, 5, 6}

kai
Q = {{1, 2, 7}, {3, 4, 5, 6}}

EpÐshc
Q+ = {(1, 3), (7, 5), (7, 6)}

Q− = {(5, 1), (3, 2)}
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Ro  dierqomènh apì tom 

Dedomènou dianÔsmatoc ro c x , h ro  pou dièrqetai mèsa apì
th mh ken  tom  Q = [S,N − S] orÐzetai wc h sunolik  ro  pou
exèrqetai apì to to S,  toi

F (Q) =
∑

(i ,j)∈Q+

xij −
∑

(i ,j)∈Q−

xij
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L mma: H ro  F (Q) pou dièrqetai apì tom  Q eÐnai Ðsh me
to �jroisma twn apoklÐsewn twn kìmbwn pou perikleÐei,
dhl. tou sunìlou S. �

F (Q) =
∑

{(i ,j)∈A|i∈S,j∈N−S}

xij −
∑

{(i ,j)∈A|i∈N−S,j∈S}

xij

�ra

F (Q) =
∑
i∈S

 ∑
{j |(i ,j)∈A,j∈N−S}

xij −
∑

{j |(j ,i)∈A,j∈N−S}

xji

 (1)

All� gia tic akmèc pou eÐnai eswterikèc sto S

∑
i∈S

 ∑
{j |(i ,j)∈A,j∈S}

xij −
∑

{j |(j ,i)∈A,j∈S}

xji

 = 0
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�ra h (1) isqÔei gia ìla ta j

F (Q) =
∑
i∈S

 ∑
{j |(i ,j)∈A}

xij −
∑

{j |(j ,i)∈A}

xji


kai telik�

F (Q) =
∑
i∈S

yij
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Qwrhtikìthta tom c

Dedomènou enìc �nw orÐou cij kai enìc k�tw orÐou bij gia th ro 
xij mèsa apì thn k�je akm  (i , j), h sunolik  qwrhtikìthta thc
mh ken c tom c Q eÐnai

C (Q) =
∑

(i ,j)∈Q+

cij −
∑

(i ,j)∈Q−

bij

kai isqÔei
F (Q) ≤ C (Q)

An
F (Q) = C (Q)

h tom  Q lègetai koresmènh apì th ro  x .
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Prìtash: 'Estw di�nusma ro c x pou threÐ periorismoÔc
qwrhtikìthtac. Akrib¸c èna ek twn epomènwn isqÔei:

1. Up�rqei apl  diadrom  apì ton s ston t, pou den eÐnai
apofragmènh apì th ro  x .

2. Up�rqei mia apofragmènh tom , pou diaqwrÐzei ton s apì
ton t.

H apìdeixh gÐnetai me qr sh enìc algorÐjmou, pou termatÐzei
brÐskontac eÐte mia diadrom  ìpwc sto 1, eÐte mia tom  ìpwc
sto 2. O algìrijmoc eÐnai eidik  perÐptwsh thc mejìdou
breadth-first search.1 O algìrijmoc brÐskei mia akoloujÐa
sunìlwn kìmbwn Sk , pou eÐnai prositoÐ ston s mèsw miac apl c
diadrom c k bhm�twn, arqÐzontac me S0 = {s}.

1http://en.wikipedia.org/wiki/Breadth-first_search
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Algìrijmoc anaz thshc mh apofragmènhc diadrom c

Ο επόμενος αλγόριθμος γεννάει μια ακολουθία συνόλων κόμβων {Tk}
που περιλαμβάνει κόμβους που είναι προσιτοί από τον s μέσω μιας μη

αποφραγμένης διαδρομής k ακμών. Αρχίζει με T0 = {s}.

Αλγόριθμος: Για k = 0, 1, 2, . . . δεδομένου ενός Tk να τερματίσεις

αν συμβεί είτε το Tk να είναι κενό είτε να είναι t ∈ Tk · αλλιώς

να θέσεις

Tk+1 = {n /∈ ∪ki=0Ti |υπάρχει κόμβος m ∈ Tk ,

και είτε μια ακμή(m, n) με xmn < cmn

είτε μια ακμή(n,m) με bnm < xnm}

και να σημειώσεις κάθε κόμβο n ∈ Tk+1 με επιγραφή “(m, n)” ή

“(n,m)”, όπου m είναι ο κόμβος του n ∈ Tk και (m, n) ή (n,m)

είναι ακμή με την ιδιότητα που αναγράφεται ανωτέρω,

αντίστοιχα.
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Par�deigma: P�nw apì k�je akm  (i , j) eÐnai shmeiwmènh h
ro , kaj¸c kai ta �nw/k�tw fr�gmat� thc me to sumbolismì
(bij , xij , cij).
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H eikìna apodÐdei thn kat�stash sto tèloc tou pr¸tou
b matoc. To b ma autì, lamb�nontac upìyh tou ìti T0 = {1},
entopÐzei ìti me ton kìmbo 1 sundèontai oi kìmboi 2,3,5,7, ek twn
opoÐwn o 3 sundèetai me apofragmènh akm , diìti x13 = 2 = c13.
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Epomènwc T1 = {2, 5, 7}. DÐpla stouc kìmbouc autoÔc èqoun
shmeiwjeÐ oi antÐstoiqec akmèc (1, 2), (5, 1), (1, 7). MporeÐte na
parathr sete ìti gia ton kìmbo 5, pou sundèetai me antÐstrofh
akm , mh apìfraxh up�rqei ìtan b51 = 0 < x51.
'Otan o algìrijmoc termatÐsei (sto epìmeno b ma) ja d¸sei wc
lÔsh metaxÔ �llwn kai th diadrom  1,5,6 (kat� m koc thc
opoÐac mporeÐ na gÐnei aÔxhsh thc ro c kat� 3).
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Termatismìc

I Εφόσον σε κάθε βήμα εξετάζονται οι κόμβοι Tk που δεν ανήκουν

στην ένωση ∪k−1
i=0 Ti όλων των μέχρι τότε εξετασθέντων κόμβων,

κάποτε είτε θα ενσωματωθεί στο σύνολο Ti ο κόμβος t είτε οι
κόμβοι θα εξαντληθούν και ο αλγόριθμος θα τερματίσει. ΄Εστω

S = ∪λi=0Ti , όπου λ το τελευταίο βήμα.

I Αν το τελικό σύνολο Tλ περιέχει το t, πηγαίνοντας από το τέλος
προς την αρχή σε ακμές μη αποφραγμένες μπορεί κανείς να βρει

μια απλή διαδρομή s, t συνολικά μη αποφραγμένη.

I Αν το τελικό σύνολο Tλ δεν περιέχει το t, δηλαδή είναι κενό, το
σύνολο S = ∪λi=0Ti δεν περιέχει τον κόμβο t και η τομή
Q = [S,N − S] είναι κορεσμένη. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι
τότε δεν υπάρχει απλή διαδρομή s, t, γιατί κάθε τέτοια διαδρομή
πρέπει να έχει είτε μια ακμή (m, n) ∈ Q+

με xmn < cmn είτε μια

ακμή (n,m) ∈ Q−
με xnm > bnm, που είναι αδύνατο γιατί η τομή

Q είναι κορεσμένη.
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Mègisth ro  kai qwrhtikìthta miac tom c Q

I Sto prìblhma mègisthc ro c metaxÔ s kai t, lìgw kai tou
l mmatoc pou lèei ìti h ro  F (Q) pou dièrqetai apì tom 
Q eÐnai Ðsh me to �jroisma twn apoklÐsewn twn kìmbwn
pou perikleÐei, dhl. tou sunìlou S, h apìklish tou s eÐnai
Ðsh me th ro  pou dièrqetai apì thn tom  Q, pou me th
seir� thc den mporeÐ na eÐnai megalÔterh apì thn
antÐstoiqh qwrhtikìthta.

I 'Ara h mègisth ro  den uperbaÐnei th qwrhtikìthta thc

tom c Q.
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To je¸rhma mègisthc ro c -el�qisthc tom c

1. An x∗ eÐnai mia bèltisth lÔsh tou probl matoc mègisthc
ro c, h apìklish pou exèrqetai tou s kai antistoiqeÐ sto
x∗ eÐnai Ðsh me thn el�qisth apì tic qwrhtikìthtec twn
tom¸n pou qwrÐzoun ton s apì ton t.

2. An ìla ta k�tw fr�gmata ro c twn akm¸n eÐnai mhdenik�
(bij = 0), to prìblhma mègisthc ro c èqei bèltisth lÔsh kai
h mègisth apìklish apì ton s eÐnai Ðsh me thn el�qisth apì
tic qwrhtikìthtec twn tom¸n pou qwrÐzoun ton s apì ton t.
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Apìdeixh tou 1

:

I 'Estw F ∗ h tim  thc mègisthc ro c, dhl. h apìklish pou
bgaÐnei apì ton s kai antistoiqeÐ sth ro  x∗. Den mporeÐ
na up�rqei mh apofragmènh diadrom  P apì ton s ston t
wc proc th ro  x∗, giatÐ aux�nontac th ro  stic orjèc
akmèc thc P kai mei¸nontac antÐstoiqa stic an�strofec
kat� to Ðdio jetikì posì, ja paÐrname mia nèa ro  me
apìklish megalÔterh apì thn F ∗.

I Kat� sunèpeia, kai lìgw thc prohgoÔmenhc prìtashc,
prèpei na up�rqei mia tom  Q koresmènh wc proc to x∗

pou na qwrÐzei ta s kai t. H ro  diamèsou thc Q eÐnai Ðsh
me F ∗ kai eÐnai epÐshc Ðsh me th qwrhtikìthta thc Q. To
telikì sumpèrasma prokÔptei afoÔ gnwrÐzoume ìti h F ∗

eÐnai mikrìterh   Ðsh me thn el�qisth qwrhtikìthta tom c.
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Apìdeixh tou 2

:

I To mèroc 1 tou jewr matoc paÐrnei wc dedomènh thn
Ôparxh bèltisthc lÔshc. Wstìso mporeÐ na deiqjeÐ ìti an
up�rqei sto prìblhma autì dunat  lÔsh, up�rqei kai
bèltisth. H apìdeixh mporeÐ na gÐnei eÐte mèsw thc mejìdou
simplex eÐte me qr sh tou jewr matoc Weierstrass, pou
dhl¸nei pwc mia suneq c sun�rthsh èqei mègisto epÐ enìc
mh kenoÔ kai sumpagoÔc sunìlou.

I Sthn perÐptws  mac, ìpou dhlad  ta kat¸tera ìria ro¸n
eÐnai mhdenik�, to prìblhma èqei ìntwc mia dunat  lÔsh,
thn tetrimènh mhdenik .
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O algìrijmoc Ford - Fulkerson

O kÔkloc tou algorÐjmou sunÐstatai sta ex c:

I Me qr sh thc mejìdou anaz thshc mh apofragmènhc
diadrom c eurÐsketai èna (kai mìnon èna) apì ta akìlouja
dÔo:

1. Μια κορεσμένη τομή μεταξύ s και t.
2. Μια μη αποφραγμένη από τη ροή x διαδρομή P που να
αρχίζει από το s και να τελειώνει στο t.

I Sthn pr¸th perÐptwsh o algìrijmoc termatÐzei. Sth
deÔterh, ekteleÐtai enÐsqush thc ro c kat� m koc thc P kai
proqwroÔme sto epìmeno b ma.
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